
   
      
      
   


     Математика в казино: удвоить или обанкротиться? 

    

    Вы в казино у колеса рулетки, и у вас 20 фишек. Вы решили, что попытаетесь удвоить свои деньги, прежде чем уйдете. Если вы поставите фишку на красное или черное, то удвоите ее, если угадаете правильно. Так в чем же состоит правильная стратегия – поставить все свои деньги на красное одним махом или же ставить поочередно одну фишку за другой, пока вы либо не проиграете свои деньги, либо получите 40 фишек?

    Прежде чем анализировать эту задачу, вы должны уяснить, что каждый раз, когда делаете ставку, вы, по существу, платите казино небольшой взнос за игру. Это станет понятно, когда вы усредните данные по всем своим выигрышам и проигрышам. Если вы ставите на 17 черное и выпадает это число, то казино возвращает вам вашу фишку и дает в придачу 35. Если бы на колесе рулетки было 36 чисел, то игра была бы справедливой, поскольку 17 черное в среднем выпадало бы один раз из 36. Так что, будь у вас 36 фишек и продолжай вы ставить на 17, то за 36 вращений колеса вы в среднем проигрываете 35 раз и один раз выигрываете, в результате вы остаетесь с теми же 36 фишками, с которыми начали игру. Но на самом деле на европейской рулетке 37 чисел, на которые можно делать ставки (от 1 до 36 и 0, который ни черный, ни красный), но казино платит вам выигрыш, как будто на колесе 36 чисел.

    Поскольку на колесе 37 чисел, каждый раз, когда вы ставите £ 1, казино зарабатывает 1/37 × £ 1, что приблизительно составляет 2,7 пенса. Время от времени казино приходится делать большие выплаты какому-то игроку, но в конечном счете оно будет зарабатывать деньги благодаря законам вероятности. А в США шансы игроков еще более неблагоприятны, поскольку там на колесе рулетки 38 чисел: от 1 до 36, а также 0 и 00. Мы уже видели, что ставка на одно число обходится вам в конечном счете в 2,7 пенса. Но вы не обязаны ставить на одно число: вы можете, например, делать ставки, что число будет красное или черное, четное или нечетное, или в диапазоне от 1 до 12. Ваши шансы можно рассчитать таким же способом: по существу, какую бы ставку вы ни делали, она обойдется вам в 2,7 пенса за вложенный £ 1.

    Итак, что же вам делать, чтобы повысить ваш шанс удвоения денег? Начнем с того, что, поскольку вы платите за каждую игру, оптимальная стратегия состоит в том, чтобы играть как можно меньше раз. Есть вероятность 18/37, чуть меньше 50 %, что вы уйдете, удвоив свои деньги. Так что, пусть это и будет короткий визит в казино, наилучшая стратегия состоит в том, что поставить все свои деньги на красное одним махом. Вероятность удвоения денег, если вы будете ставить одну фишку за фишкой, составляет

     

    

     

    и у вас получается шанс 25,3 %. Значит, вы уменьшаете ваши шансы в 2 раза, если будете ставить каждый раз одну фишку.

    Но в каком казино и каким образом лучше всего играть в рулетку? Некоторые заведения при выпадении 0 применяют правило en prison[10] и возвращают вам половину вашей ставки, если вы поставили на красное. По сути это означает, что ваши шансы более благоприятны – в рулетку в таком казино играть дешевле.

    При достаточно долгой игре она обойдется вам в

     

    

     

    что нужно сопоставить с 2,7 пенса, которые требуется заплатить за какую-либо другую ставку на столе. Итак, если казино использует правило en prison, то при достаточно долгой игре стоимость ставки на красное/черное составляет половину стоимости других ставок.

    Вместо того чтобы вернуть назад половину вашей ставки при выпадении 0, казино может предложить вам другой вариант: вы заключаете вашу ставку en prison. Тогда крупье кладет на ставку фишку еn prison – и при выпадении красного при следующем розыгрыше вы получаете прощение и казино возвращает вам вашу ставку (но без какого-либо выигрыша). В ином случае вы теряете свою ставку. Поскольку вероятность того, что вы получите назад свои деньги, составляет 18/37 (чуть меньше 50 %), то вам будет лучше взять половину своих денег, если представится такая возможность, чем заключать вашу ставку в тюрьму и надеяться на выпадение красного.

    Итак, очевидно, что обстоятельства складываются не в вашу пользу. Но существует ли какой-нибудь математический прием, чтобы обыграть казино? Вот идея стратегии, называемой мартингейлом. Начните с того, что поставьте одну фишку на красное. Если выпадет красное, вы вернете вашу фишку и в придачу к ней получите еще одну фишку. Если красное не выпадет, то поставьте в следующем раунде две фишки на красное. Если при розыгрыше выпадет красное, то вы вернете свои две фишки и плюс к ним еще две. Вы потеряли одну фишку при первой ставке, так что теперь ваш выигрыш составляет одну фишку. Если же и во второй раз не выпадет красное, то в следующий раз поставьте четыре фишки. Если выпадет красное, то вы получите четыре фишки сверх вашей ставки. Но вы уже проиграли одну фишку в первом раунде, две фишки во втором, поэтому ваш выигрыш составляет… одну фишку.

    Данная система игровых ставок состоит в том, что вы каждый раз удваиваете их, пока не выпадет красное. Ваш итоговый выигрыш всегда будет составлять одну фишку, потому что, если красное выпадет в раунде N, то ваш выигрыш в данном раунде будет составлять 2N – 1фишек (поставленное вами количество), но в предыдущих N – 1 раунде вы потеряли L = 1 + 2 + 4 + 8 + … + 2N – 2 фишек. Вот эффективный способ сосчитать, насколько велик ваш проигрыш L. Разумеется, L равен 2L – L. Но как можно переписать 2L?

    
     2L = 2 × (1 + 2 + 4 + 8 + … + 2N – 2) = 2 + 4 + 8 + 16 … + 2N – 2 + 2N – 1

     Теперь вычтем L = 1 + 2 + 4 + 8 + … + 2N – 2. Мы придем к

     L = 2L – L = (2 + 4 + 8 + 16 … + 2N – 2 + 2N – 1) – (1 + 2 + 4 + 8 + … + 2N – 2) = 2N – 1 – 1.

    

    Все числа из первой пары скобок (кроме 2N – 1) появляются во второй паре скобок, вот почему они исчезают из ответа! (Мы уже встречались с данным вычислением, когда складывали рисинки на шахматной доске в нашем поиске простых чисел в главе 1.) Итак, вы выиграли 2N – 1 фишек, а проиграли 2N – 1 – 1. Ваш итоговый выигрыш будет составлять одну фишку.

    Конечно, это немного, но данная система ставок на первый взгляд гарантирует вам выигрыш – в конце концов, когда-то ведь должно выпасть красное, не так ли? Так почему же игроки не извлекают свою выгоду в казино, пользуясь этой стратегией? Одна проблема состоит в том, что вам необходимы бесконечно большие финансовые возможности, чтобы гарантировать выигрыш, потому что существует теоретическая возможность того, что всю ночь будет выпадать черное за черным. И, даже если у вас была целая гора фишек, повторяющееся удвоение вашей ставки может очень быстро исчерпать ваш запас (как и в случае рисинок). Кроме того, в большинстве казино устанавливается порог максимальной ставки, именно для того, чтобы не дать игрокам использовать эту стратегию. Например, если максимальная ставка составляет 1000 фишек, ваша стратегия даст сбой после десяти раундов, потому что в одиннадцатом вам нужно будет поставить 210 = 1024 фишки, что уже превосходит порог.

    Но даже при наличии максимальной ставки многие игроки поддаются заблуждению, полагая, что если черное выпало восемь раз кряду, то вероятность того, что в следующий раз выпадет красное, должна возрасти. Конечно, шанс увидеть восемь черных кряду довольно невелик, он составляет 1 из 256. Но это никоим образом не увеличивает шанс того, что в следующем раунде выпадет красное: он по-прежнему будет пятьдесят на пятьдесят. Как и у подкидываемой монеты, у колеса рулетки нет памяти.

    Если вы хотите сыграть в рулетку, то помните, что говорит математика вероятности: в конечном счете заведение всегда выигрывает – хотя мы увидим в главе 5, что существует возможность использовать другую математику, которая посодействует вам в получении миллионов. Если вы не любите покер или рулетку, то вам может подойти стол для крэпса[11]. Как мы сейчас увидим, у игральных костей очень долгая история.

   
   
    

     Как древние греки использовали решето для приготовления простых чисел? 

    

    Древние греки открыли следующую систематическую процедуру, весьма эффективную для нахождения небольших простых чисел. Задача состоит в том, чтобы найти действенный метод по отбрасыванию всех чисел, не являющихся простыми. Запишем числа от 1 до 100. Начнем с вычеркивания числа 1. (Как я упоминал, хотя греки считали 1 простым числом, современная математика так не поступает.) Перейдем к следующему числу, к 2. Это первое простое число. Затем зачеркнем каждое второе число после 2. Это, по существу, устраняет все числа, кратные 2, то есть все четные числа за исключением 2. Математики любят шутить, что 2 – странное простое число, потому что лишь оно четное… Но, возможно, юмор – не самая сильная сторона математиков.

     

    

    Рис. 1.18. Зачеркните каждое второе число после 2

     

    Теперь перейдем к минимальному незачеркнутому числу, в нашем случае к 3, и систематически отбросим все остальные числа, кратные 3:

     

    

    Рис. 1.19. Теперь зачеркните каждое третье число после 3

     

    Поскольку 4 уже было отброшено, далее мы переходим к 5 и зачеркиваем каждое пятое число после 5. Мы повторяем далее эту процедуру и переходим к минимальному числу n, которое еще не было устранено, и вычеркиваем все числа, расположенные через n после него:

     

    

    Рис. 1.20. Наконец у вас останутся все простые числа из интервала от 1 до 100

     

    Эта процедура прекрасна тем, что она совершенно механическая и не требует размышлений. К примеру, простое ли число 91? Если вы используете данный метод, то не нужно думать. 91 будет зачеркнуто, когда вы отбрасываете числа, кратные 7, ведь 91 = 7 × 13. На числе 91 зачастую происходит ошибка, потому что мы не стремимся учить таблицу умножения 7 до 13.

    Эта систематическая процедура служит хорошим примером алгоритма, метода решения задачи путем выполнения заданного набора инструкций – так, по существу, устроена компьютерная программа. Именно этот алгоритм был открыт две тысячи лет назад в одном из центров математической мысли своего времени – в Александрии, которая располагается на территории современного Египта. Тогда Александрия была форпостом великой Греческой империи и славилась одной из лучших библиотек мира. В III в. до н. э. библиотекарь Эратосфен и придумал эту раннюю компьютерную программу для нахождения простых чисел.

    Она называется решетом Эратосфена, потому что всякий раз, когда вы просеиваете группу составных чисел, вы как бы используете решето, у которого расстояние между прутьями равно достигнутому вами простому числу. Сначала расстояние между прутьями равно 2, затем 3, потом 5 и т. д. Единственный недостаток этого метода: он быстро становится неэффективным, если вы ищете все бо́льшие и бо́льшие простые числа.

    Эратосфен не только отсеивал простые числа и приглядывал за сотнями тысяч папирусных и пергаментных свитков в библиотеке, но и вычислил радиус Земли, а также расстояние от Земли до Солнца и Луны. По его расчету, Солнце находилось в 804 000 000 стадиев от Земли – хотя непонятно, каким именно стадием он пользовался, что делает трудной оценку точности его вычислений. Какой стадион подразумевали бы мы: «Уэмбли» или что-то поменьше, вроде «Лофтус Роуд»?

    Кроме расчетов Солнечной системы, Эратосфен нанес Нил на карту и дал первое правильное объяснение его разливов: они были обусловлены сильными дождями в его удаленных верховьях в Эфиопии. Он даже создавал поэтические произведения. Но, несмотря на всю его активность, друзья дали ему прозвище Бета, потому что он ни в чем не преуспел по-настоящему. Говорили, что он уморил себя голодом после того, как ослеп в старческом возрасте.

    Вы можете использовать какую-либо настольную игру с числовыми полями для приведения решета Эратосфена в действие. Возьмите спагетти и кладите их кусочки на исключаемые поля. Оставшиеся числа и будут простыми.

   
   
    

     Как взломать шифр Камасутры подсчетом 

    

    
     B OBDFSOBDLNLBC, ILXS B QBLCDSV MV B QMSD, LE B OBXSV MH QBDDSVCE.

     

     LH FLE QBDDSVCE BVS OMVS QSVOBCSCD DFBC DFSLVE, LD LE ASNBGES DFSJ BVS OBTS ZLDF LTSBE. DFS OBDFSOBDLNLBC’E QBDDSVCE, ILXS DFS QBLCDSV’E MV DFS QMSD’E OGED AS ASBGDLHGI; DFS LTSBE ILXS DFS NMIMGVE MV DFS ZMVTE, OGED HLD DMUSDFSV LC B FBVOMCLMGE ZBJ. ASBGDJ LE DFS HLVED DSED: DFSVS LE CM QSVOBCSCD QIBNS LC DFS ZMVIT HMV GUIJ OBDFSOBDLNE.

    

    Походит на галиматью, но на самом деле это послание, написанное с использованием одного из самых популярных способов кодирования. Он называется шифром подстановки и состоит в замене каждой буквы алфавита какой-либо другой буквой: так, a может стать P, t может стать C и т. д. (Я использовал строчные буквы для незашифрованного сообщения – оно называется в криптографии открытым текстом – и прописные буквы для зашифрованного текста, или шифротекста.) Если отправитель и получатель сообщения заранее договорились об используемом шифре подстановки, то получатель сможет дешифровать послания, но всем остальным они будут казаться бессмысленными строками абракадабры.

    Самая простая версия этих шифров называется сдвигом Цезаря – в честь Юлия Цезаря, который пользовался им для связи со своими военачальниками во время Галльских войн. Принцип его действия состоит в сдвиге каждой буквы на одинаковое число позиций в алфавите. Например, при сдвиге на 3 a становится D, b становится E и т. д. Вы можете загрузить с веб-сайта «Тайн 4исел» соответствующий файл и вырезать шифровальное колесо для создания этих простых сдвигов Цезаря.

    Сдвижка на постоянное число позиций дает вам лишь 25 возможных шифров, так что, если вы понимаете, что сообщение было закодировано с помощью одного из них, становится совсем просто расшифровать его. Существует и лучший способ закодировать сообщение: вместо простого постоянного сдвига всех букв можно перемешать их и разрешить замену любой буквы произвольной другой буквой. Эта методика шифрования сообщений была предложена за несколько веков до Юлия Цезаря, удивительно, что она изложена не в военном руководстве, а в Камасутре. Хотя этот древний трактат на санскрите обычно ассоциируется с описанием плотских удовольствий, в нем описывается и несколько других искусств, которыми должна овладеть женщина: от заклинаний и игры в шахматы до переплетного дела и плотничества. А 45-я глава посвящена искусству тайных сообщений, и объясняется, насколько совершенен может быть шифр подстановки для сокрытия подробностей любовных связей.

    В то время как имеется лишь 25 сдвигов Цезаря, число возможных шифров становится заметно больше, когда мы позволяем заменять любую букву любой другой. У нас есть 26 возможностей для того, что будет использовано вместо a, для каждой из этих возможностей имеется выбор из 25 букв для буквы b (одна буква уже была использована для кодирования a). Итак, имеется 26 × 25 различных способов зашифровать буквы a и b. Если мы продолжим выбирать другие буквы для оставшегося алфавита, то найдем, что имеется

    
     26 × 25 × 24 × 23 × 22 × 21 × 20 × 19 × 18 × 17 × 16 × 15 × 14 × 13 × 12 × 11 × 10 × 9 × 8 × 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1

    

    различных шифров Камасутры. Как мы видели на с. 40, это число обозначается 26!. Только нужно не забыть вычесть 1 из этого числа, потому что имеется вариант, когда А соответствует а, B соответствует b и так далее вплоть до Z, соответствующего z, что не является шифром. Когда мы вычислим 26! и вычтем 1, то придем к общему числу

    
     403 291 461 126 605 635 583 999 999

    

    различных шифров – более четырехсот миллионов миллиардов миллиардов возможностей.

    Отрывок в начале данного раздела был закодирован с помощью одного из этих шифров. Чтобы дать вам представление о числе возможных перестановок, замечу, что напиши я закодированный отрывок с использованием всех различных шифров, то лист бумаги вышел бы за пределы Млечного Пути, нашей Галактики. Компьютер, проверяющий по одному шифру в секунду с момента Большого взрыва, который произошел 13 миллиардов лет назад, к настоящему времени выполнил бы лишь часть работы по проверке всех шифров – и при этом очень малую часть.

    Поэтому кажется, что взломать этот шифр невозможно. Разве удастся выяснить, каким из этого огромного количества возможных шифров воспользовался я, чтобы закодировать мое послание? Как это ни поразительно, существует способ сделать это, причем он применяет очень простой раздел математики – подсчет.

     

    

    Таблица 4.01. Частота употребления букв в обычном английском языке, округленная к ближайшему целому процентному значению. С помощью этой информации можно приступить к взламыванию сообщений, в которых использовался шифр подстановки

     

    Впервые криптоанализ, как называется наука о взламывании кода, был разработан арабами во время правления династии Аббасидов. Многогранный ученый IX в. Якуб аль-Кинди отметил, что в написанном тексте некоторые буквы появляются снова и снова, в то время как другие используются редко, как показано выше. Это то, что хорошо знакомо игрокам в скрэббл[13]: за букву E, как за самую распространенную, дается лишь 1 очко, в то время как Z оценивается в 10 очков. В письменных текстах у каждой буквы есть выраженная «индивидуальность» – то, как часто она появляется и в каких комбинациях с другими буквами. Ключевым в анализе аль-Кинди является понимание того, что индивидуальность буквы сохраняется при ее замене другим символом.

    Итак, давайте начнем взламывать шифр, который использовался при кодировании текста в начале данного раздела. В таблице 4.02 приведена частота употребления каждой из букв, использованных в зашифрованном тексте.

     

    

    Таблица 4.02. Частотное распределение букв в зашифрованном тексте

     

    Из таблицы мы видим, что буква S встречается с частотой 13 %, это превосходит любую другую букву в шифротексте. Поэтому есть немалый шанс, что данная буква использовалась для кодирования e. (Разумеется, вам приходится надеяться, что я не выбрал для кодирования отрывок из романа Жоржа Перека «Исчезание», на всем протяжении которого не встречается буква e.) Следующей по употребительности буквой шифротекста, с частотой 12 %, является D. На втором месте по употребительности в английском языке находится буква t, поэтому она будет хорошим предположением для соответствия D. Третьей по частоте в шифротексте является буква B, которая используется в 10 % случаев, есть немалая вероятность, что она заменяет третью по употребительности букву английского языка а.

    Давайте подставим эти буквы в текст и посмотрим, что у нас получилось:

    
     a OatFeOatLNLaC, ILXe a QaLCteV MV a QMet, LE a OaXeV MH QatteVCE.

     

     LH FLE QatteVCE aVe OMVe QeVOaCeCt tFaC tFeLVE, Lt LE AeNaGEe tFeJ aVe OaTe ZLtF LTeaE. tFe OatFeOatLNLaC’E QatteVCE, ILXe tFe QaLCteV’E MV tFe QMet’E OGEt Ae AeaGtLHGI; tFe LTeaE ILXe tFe NMIMGVE MV tFe ZMVTE, OGEt HLt tMUetFeV LC a FaVOMCLMGE ZaJ. AeaGtJ LE tFe HLVEt teEt: tFeVe LE CM QeVOaCeCt QIaNe LC tFe ZMVIT HMV GUIJ OatFeOatLNE.

    

    Вы можете сказать, что текст по-прежнему выглядит как тарабарщина, но то обстоятельство, что буква а встречается сама по себе несколько раз, говорит нам, что, вероятно, мы декодировали ее правильно. (Конечно, могло оказаться так, что B заменяет i, в таком случае нам пришлось бы вернуться назад и попытаться еще раз.) Также мы замечаем, что довольно часто сталкиваемся со словом tFe, и можно быть уверенным, что это слово the. На самом деле буква F занимает 6 % шифротекста, а в английском языке буква h встречается в 6 % случаев.

    Также мы видим слово Lt, в котором была декодирована лишь вторая буква. Есть лишь два слова из двух букв, заканчивающиеся на t: at и it. Мы уже декодировали а, значит, наверняка L нужно декодировать как i, и наша таблица частотного распределения подтверждает это. L появляется в шифротексте с частотой 8 %, и i встречается в английском языке с частотой 7 % – довольно близкое совпадение. Подобный анализ не является точной наукой, мы должны проявлять достаточную гибкость при использовании этой техники. Но чем длиннее текст, тем лучше будут подстраиваться частоты.

    Давайте подставим две наши новые декодировки:

    
     a OatheOatiNiaC, IiXe a QaiCteV MV a QMet, iE a OaXeV MH QatteVCE.

     

     iH hiE QatteVCE aVe OMVe QeVOaCeCt thaC theiVE, it iE AeNaGEe theJ aVe OaTe Zith iTeaE. the OatheOatiNiaC’E QatteVCE, IiXe the QaiCteV’E MV the QMet’E OGEt Ae AeaGtiHGI; the iTeaE IiXe the NMIMGVE MV the ZMVTE, OGEt Hit tMUetheV iC a haVOMCiMGE ZaJ. AeaGtJ iE the HiVEt teEt: theVe iE CM QeVOaCeCt QIaNe iC the ZMVIT HMV GUIJ OatheOatiNE.

    

    Постепенно начинает вырисовываться сообщение в целом. Я предоставляю вам возможность довести дешифровку до конца, декодированный текст приведен в конце главы на случай, если вам захочется проверить, сделано ли все правильно. Дам лишь следующую подсказку: это пара моих любимых отрывков из «Апологии математика», написанной кембриджским ученым Г. Х. Харди. Я прочитал эту книгу, когда учился в школе, она повлияла, наряду с другими обстоятельствами, на мое решение стать математиком.

    Простой арифметический прием подсчета букв означает, что любое сообщение, закодированное с помощью шифра подстановки, нельзя сделать секретным. Мария I, королева Шотландии, узнала это на собственном опыте. Она обменивалась посланиями, содержащими планы по убийству королевы Елизаветы I, с другим заговорщиком, Энтони Бабингтоном, при этом буквы в них заменялись странными символами (рис. 4.01).

     

    

    Рис. 4.01. Шифр Бабингтона

     

    На первый взгляд сообщения, посланные Марией, казались непроницаемыми, но при дворе Елизаветы был один из главных европейских знатоков по взламыванию шифров – Томас Фелиппес. Он не был привлекательным человеком, что ясно из следующего описания: «Малорослый, во всем худосочный, подслеповатый, с темно-золотистыми волосами на голове и светло-золотистой бородой, с оспинами на лице». Многие люди считали, что Фелиппес наверняка был в сговоре с дьяволом, раз обладал способностью понимать такие иероглифы, но он использовал тот же прием частотного анализа. Он взломал код, Мария была арестована и предана суду. Расшифрованные письма были тем свидетельством, которое в конечном счете привело королеву к смертной казни за участие в заговоре.
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   Сродни художнику или поэту, математик – творец образов.

   Если его образы долговечнее их образов, то потому, что созданы из идей. Образы математика, как и образы художника или поэта, должны быть прекрасны; идеи, подобно краскам или словам, должны быть гармонично объединены друг с другом. Испытание красотой – самое главное: в мире нет места безобразной математике.

  
  
   

    Введение 

   

   Действительно ли происходит изменение климата? Не разлетится ли внезапно Солнечная система? Безопасно ли передавать номер вашей кредитной карты через интернет? Как я могу обыграть казино?

   С того времени, как люди научились общаться между собой, они задают вопросы, пытаясь приспособиться к окружающей действительности и предсказать, что сулит будущее. Самый мощный инструмент, созданный нами для навигации по необузданному и сложному миру, в котором мы живем, – это математика.

   От предсказания траектории футбольного мяча до оценки популяции леммингов, от взламывания кодов до выигрышной стратегии в игре «Монополия» – всюду математика предоставляет тайный язык для раскрытия секретов природы. Но у математиков нет всех ответов. Есть много глубоких, фундаментальных вопросов, которые еще не поддаются нашим усилиям.

   В каждой главе «Тайн 4исел» вам предлагается совершить путешествие по крупному разделу математики, а в конце главы я рассказываю о еще нераскрытой математической тайне. Вы узнаете о нескольких из величайших нерешенных задач всех времен.

   Если вы сумеете справиться с одной из этих головоломок, то снискаете не только математическую славу, но и приобретете астрономическое состояние. Американский предприниматель Лэндон Клэй предложил премию в миллион долларов за решение любой из этих математических тайн. Возможно, вам покажется удивительным, что бизнесмен выделил такие огромные средства на премии за решение математических загадок. Но он понимает, что вся наука, технология, экономика и даже будущее нашей планеты зависят от математики.

   Каждая из пяти глав книги даст вам представление об одной из этих задач на миллион долларов.

   Глава 1 – «Любопытный случай никогда не заканчивающихся простых чисел» – посвящена самому фундаментальному объекту математики – числу. Вы познакомитесь с простыми числами, не только наиболее важными в математике, но также и самыми загадочными. «Математический миллион» ждет того человека, который раскроет их секреты.

   В главе 2 – «Рассказ о неуловимой форме» – мы отправимся в ознакомительное путешествие по самым странным и замечательным формам, созданным природой или руками человека: от игральных костей до пузырей, от чайных пакетиков до снежинок. В конечном счете мы возьмемся за самую сложную из этих проблем – форму нашей Вселенной.

   Глава 3 – «Секрет победной серии» – покажет вам, что такие разделы математики, как логика и теория вероятностей, могут дать вам преимущество в различных играх. Ставите ли вы на кон ненастоящие игровые деньги, или же рискуете настоящими, математика часто оказывается секретным оружием для достижения успеха. Но некоторые относительно простые игры до сих пор сбивают с толку даже самые выдающиеся умы.

   Криптография является предметом главы 4, «Случай кода, не поддающегося взлому». Математика часто играет ключевую роль для расшифровывания секретных посланий. Но я покажу вам, как можно использовать умную математику для создания новых шифров, которые позволяют вам безопасно общаться через интернет, отправлять послания через пространство и даже читать мысли вашего друга.

   Глава 5 повествует о том, чему мы так желаем научиться. Это «Поиск предсказания будущего». Я объясню, каким образом математические уравнения оказываются лучшими гадалками. Они предсказывают затмения, объясняют, почему бумеранги возвращаются назад, и говорят в конечном счете, какое будущее ждет нашу планету. Но мы до сих пор не умеем решать некоторые из этих уравнений. В конце главы обсуждается проблема турбулентности, которая влияет на все – от штрафных ударов Дэвида Бекхэма до движения самолетов, и тем не менее остается одной из величайших тайн математики.

   Математика, которая представлена в этой книге, будет и простой и сложной. Нерешенные задачи, которые завершают каждую главу, настолько трудны, что никто не знает, как разобраться с ними. Но я верю в пользу приобщения людей к великим идеям математики. Нас вдохновляет литература, когда мы знакомимся с Шекспиром или Стейнбеком. Музыка моментально оживает во всем своем великолепии, когда мы слышим Моцарта или Майлса Дэвиса. Разумеется, самому трудно исполнять Моцарта, Шекспир также требует напряжения даже у искушенного читателя. Но это вовсе не означает, что мы должны доверить работы этих великих творцов только знатокам. То же относится и к математике. Если что-то в ней кажется сложным, наслаждайтесь тем, что сумели понять, и вспомните то чувство, которое возникло у вас при первом чтении Шекспира.

   В школе нас учат, что математика лежит в основе нашей деятельности. В этих пяти главах я хочу вдохнуть в математику жизнь и познакомить вас с некоторыми величайшими математическими достижениями. Я также хочу предоставить вам возможность сравнить себя с самыми изощренными умами за всю историю, когда мы будем знакомиться с несколькими из тех задач, которые остаются нерешенными. Надеюсь, в конце вы поймете, что математика на самом деле составляет сердцевину всего, что мы видим, и всего, что мы делаем.
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   Альфред Великий – король Уэссекса, правил в 871–899 гг.

  
  
   

     Как бабочка может погубить тысячи людей? 

    

    Не только Солнечная система подвержена хаосу. Черты хаотического поведения есть у многих природных явлений, будь то возникновение волн-убийц в океане, динамика фондового рынка или биение сердца. Но хаотической системой, сильнее всего влияющей на жизнь каждого, является погода. Вопрос «будет ли Земля вращаться вокруг Солнца через миллиард лет?» не относится к числу первоочередных. Мы желаем знать, будет ли тепло и солнечно на следующей неделе, а также изменится ли существенно климат за последующие 20 лет по сравнению с его нынешним состоянием.

    У предсказания погоды всегда был налет колдовства, хотя некоторые из народных примет, относящихся к погоде, оказались верными. «Красный закат – радость пастуха» срабатывает, потому что лучи солнца окрашиваются красным, проходя через большие области ясного неба к западу от пастбища. Поскольку погодные системы в Европе, как правило, приходят с запада, это служит указанием на хорошую погоду в ближайшие дни.

    В наши дни метеорологи используют в своей работе множество различных данных, от измерений на морских метеостанциях до изображений и информации, передаваемых со спутников. Также у них есть точные уравнения для описания того, как сталкивающиеся воздушные массы в атмосфере взаимодействуют и создают облака, ветер и осадки. Если у нас есть математические уравнения, контролирующие погоду, их, наверное, было бы просто объединить с метеоданными и провести вычисления на компьютере, чтобы определить, какой будет погода на следующей неделе.

    Увы, даже при содействии современных суперкомпьютеров прогноз на две недели вперед по-прежнему ненадежен. Мы не в силах предсказать во всех деталях, какой будет погода сегодня, не говоря уже о более отдаленном будущем. Даже лучшие метеостанции дают показания с ограниченной точностью. Мы никогда не сможем знать достоверную скорость каждой молекулы в воздухе, истинную температуру в каждой точке пространства и точное распределение давления по всей планете, а даже небольшая вариация этих характеристик может привести к сильно отличающимся прогнозам погоды. Это породило понятие «эффект бабочки»: бабочка, машущая крыльями, создает лишь небольшие изменения в атмосфере, но в конечном счете они могут привести к торнадо или урагану на другом конце планеты, уносящему жизни и вызывающему многомиллионные разрушения.

    По этой причине метеорологи рассчитывают одновременно несколько прогнозов погоды, каждый из которых отличается небольшими вариациями измерений, полученных со спутников и метеостанций по всему миру. Иногда все эти вычисления ведут к одинаковым результатам, и тогда метеорологи могут быть вполне уверены, что верно предсказывают погоду – хотя она и хаотична – на одну-две недели. Но, если в некоторых расчетах результаты совершенно различны, синоптики понимают, что никоим образом не могут достоверно предсказать погоду даже на несколько дней.

    Вспомните наш хаотический маятник, раскачивающийся между тремя магнитами. Согласно компьютерному изображению, существуют области, где маленькие изменения начального положения не приводят к тому, что маятник завершает свое движение у другого магнита. То же самое происходит с погодой. Представьте, что большая черная область на рисунке соответствует погоде в пустыне: там всегда будет жарко, сколь усердно ни махала бы бабочка крыльями. То же можно сказать и про Арктику, соответствующую большой белой области. Но погода в Великобритании соответствует той области изображения, где краски быстро меняются на малом масштабе, то есть небольшие изменения положения маятника приводят к разным результатам.

    Знай мы точные положения и скорости всех частиц во Вселенной, мы могли бы достоверно предсказывать будущее. Однако проблема состоит в том, что немного ошибочное определение этих начальных условий может привести к совершенно иному будущему. Вселенная может быть уподоблена часовому механизму, но мы никогда не будем знать положения шестеренок достаточно точно, чтобы воспользоваться ее детерминированной природой.
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   «Командный дух» (от англ. team и нем. Geist).

  
  
   

     Нашли ли «Подземелья и драконы» все игральные кости? 

    

    Одной из новинок «Подземелий и драконов» (Dungeons & Dragons), настольной ролевой игры в жанре фэнтези, появившейся в 1970-х гг., был впечатляющий набор игральных костей. Но открыли ли изобретатели игры все возможные игральные кости? Когда мы изучаем, из каких форм получились бы хорошие кости, мы снова возвращаемся к вопросу из главы 2. Если все грани игральной кости представляют собой одинаковую симметричную фигуру и эти грани соединены так, что все вершины и ребра выглядят одинаково, то эта кость является одной из пяти форм: тетраэдром, кубом, октаэдром, додекаэдром или икосаэдром – Платоновым телом (с. 63). Вы можете найти все эти кости в игральном наборе «Подземелий и драконов» (и в PDF-файле, который можно загрузить с веб-сайта «Тайн 4исел»), но у нескольких из этих костей значительно более древнее происхождение.

    Например, в 2003 г. на аукционе Christie’s была продана стеклянная игральная кость с двадцатью гранями, относящаяся к римским временам. Ее грани были покрыты странными символами, наводящими на мысль, что она скорее использовалась для предсказания судьбы, чем для игры. Икосаэдр лежит в основе одного из самых популярных в наши дни приспособлений для предсказания судьбы: магического шара 8 (Magic 8 Ball). Внутри шара, наполненного жидкостью, плавает икосаэдр с нанесенными на грани ответами на ваши вопросы. Вы задаете вопрос, трясете шар и, когда икосаэдр приближается к поверхности шара, читаете ответ. Диапазон ответов простирается от «бесспорно» до «даже не думай».

    Если же вам нужны всего лишь честные игральные кости, то не нужно быть придирчивым из-за расположения граней. Например, в «Подземельях и драконах» есть игральная кость, представляющая собой две пирамиды с пятиугольными основаниями, соединенными друг с другом. Эта игральная кость имеет одинаковый шанс 1 из 10 приземлиться на любую из ее десяти треугольных граней. Она не является Платоновым телом, потому что вершина у макушки каждой из пирамид отличается от остальных вершин: в ней сходятся пять треугольников, в то время как в вершинах на соединенных основаниях сходится по четыре треугольника. Тем не менее данная игральная кость справедлива: она с равной вероятностью приземляется на каждую из своих десяти граней.

    Математики исследовали, из каких других форм получатся честные игральные кости. Относительно недавно было доказано, что если у игральной кости по-прежнему остается какая-то симметрия, то в дополнение к Платоновым телам имеется 20 других форм плюс пять бесконечных семейств игральных костей.

     

    

    Рис. 3.05. Симметричные формы, из которых получаются хорошие игральные кости

     

    13 из этих дополнительных 20 форм связаны с теми, из которых выходят замечательные футбольные мячи, – Архимедовыми телами из главы 2. Напомним, что грани Архимедовых тел симметричны, но могут быть разной формы. Из них получаются хорошие мячи, но они не совсем подходят для игральных костей. У классического футбольного мяча 32 грани: 12 пятиугольников и 20 шестиугольников. Не получится ли честная игральная кость, если просто написать на этих гранях числа от 1 до 32? Проблема состоит в том, что каждый пятиугольник имеет вероятность быть избранным приблизительно 1,98 %, в то время как каждый шестиугольник – приблизительно 3,81 %. Лишь в последнее десятилетие математики вывели точную формулу для вероятности того, что у игральной кости при ее приземлении наверху окажется какой-либо из пятиугольников. Впечатляющий геометрический расчет привел к следующему устрашающему ответу:

     

    

     

    где r = ½ [2+sin²(π/5)] –1/2.

     

    Архимедовы тела сами по себе не будут честными игральными костями, но их можно использовать для построения различных форм, которые предоставят на выбор азартных людей новые игральные кости. Ключевым является понимание того, что, хотя в Архимедовом теле грани могут быть разными, вершины в нем одинаковы. Далее используется прием под названием дуальность, переводящий вершины в грани и наоборот. Чтобы представить, какой будет грань у дуального (двойственного) многогранника, вообразите листы картона, помещенные в каждой вершине, затем нужно проследить за пересечением различных листов. Каждый лист картона должен быть ориентирован так, что он перпендикулярен линии, проходящей из центра формы в данную вершину. Например, дуальным многогранником к додекаэдру будет икосаэдр (рис. 3.06).

     

    

    Рис. 3.06

     

    Процедура применения этого приема к Архимедовым телам приводит к 13 новым игральным костям. У классического футбольного мяча 60 вершин, и у игральной кости, получающейся при замене каждой вершины гранью, будет 60 граней, каждая из которых имеет форму не равностороннего, а равнобедренного треугольника (то есть только две стороны равны). Хотя этот многогранник, дуальный к классическому футбольному мячу, и не является Платоновым телом, каждая его грань имеет равный шанс 1 из 60 выпасть после подбрасывания, поэтому он будет честной игральной костью. Его техническое название пентакисдодекаэдр (рис. 3.07).

     

    

    Рис. 3.07

     

    Любое из Архимедовых тел может быть сходным образом использовано для создания новой игральной кости. Наверное, самым впечатляющим является гекзакисикосаэдр. Поразительно, что даже с его 120 гранями, каждая из которых представляет неравносторонний прямоугольный треугольник, он будет другой честной игральной костью.

    Бесконечные семейства игральных костей получаются благодаря обобщению идеи слепления вместе двух пирамид, основания которых могут иметь какое угодно число ребер. Хотя математики сумели разобраться во всем диапазоне честных игральных костей, у которых имеется симметрия, несимметричные формы, из которых получаются честные кости, по-прежнему окутаны тайной. Например, если я возьму октаэдр и обрежу немного одну вершину, а также противоположную ей вершину, то появятся две новые грани. Если я подкину эту форму, маловероятно, что она приземлится на одну из этих новых граней. Однако, если я отрежу бо́льшие куски от двух вершин, одна из двух новых граней скорее окажется внизу, чем восемь остающихся граней. Значит, должно быть некое промежуточное положение, когда при обрезании двух углов каждая из двух новых граней и первоначальных восьми будет выпадать с равной вероятностью, что создаст честную игральную кость с десятью гранями.

    У этой формы не будет какой-либо приятной симметрии, как у игральных костей, получающихся из Архимедовых футбольных мячей, но она также будет честной игральной костью. Как свидетельство того, что у математики нет ответов на все вопросы, упомяну, что мы все еще не провели классификацию форм, которые представляют собой честные игральные кости, полученные подобным образом.

   
   
    

    Благодарности 

   

   В первую очередь я должен поблагодарить тех, кто помог мне взрастить эту книгу: моего редактора Робина Харви из издательства Fourth Estate, которому очень пригодилась его любовь к ультрамарафонам; представляющего мои интересы Энтони Топпинга из литературного агентства Greene & Heaton, которого можно уподобить моему личному тренеру, помогающему в писательских испытаниях; моего литературного редактора Джона Вудраффа, отказавшегося от идеи ухода на пенсию, чтобы привести эту книгу в божеский вид; и двух иллюстраторов – Джо Макларена, чьи иллюстрации к моей колонке в Times придавали мне радость по средам, и Раймонда Терви, превосходно изображавшего даже самые сложные формы.

   Материал этой книги вырос из нескольких проектов.

   В 2006 г. меня попросили прочитать рождественские лекции в Королевском институте. Традиция этих лекций восходит к 1825 г., а с 1966-го они показываются по телевидению. Цель этого мероприятия – познакомить широкую публику с наукой и в особенности привлечь молодую аудиторию к фактическим занятиям наукой. Мне повезло, ведь я посетил самые первые рождественские лекции по математике, прочитанные в 1978 г. Кристофером Зиманом. Тогда мне было 13 лет. Зиман говорил о столь увлекательных предметах, смешивавшихся в восхитительный коктейль, что в то Рождество я решил, кем хочу стать, когда вырасту: математиком, как он. Предложение прочитать лекции в 2006 г. дало мне замечательную возможность отплатить благодарностью Королевскому институту за пробуждение моей мечты. Я счел высокой честью полученный шанс на вдохновение нового поколения математиков.

   Королевский институт поручил мне прочитать пять лекций, нацеленных на подростков 11–14 лет. Как правило, упор в рождественских лекциях делается на взрывы, сухой лед и привлечение добровольцев для демонстрации опытов. Поиск благовидных причин для подрыва чего-нибудь и выдумывание развлекательных игр для иллюстрации математики оказались сложной и интересной задачей. Но в результате у меня сложилось впечатление, что я пять раз выступал с математической пантомимой одного актера. Мне оказали большое содействие в подготовке лекций замечательные команды Королевского института, телеканала Channel Five и продюсерской компании Windfall Films, которая отвечала за подготовку цикла к телепоказу. В особенности я хочу поблагодарить Мартина Горста, Тима Эдвардса и Элис Джонс, которые помогли найти творческие способы оживления математики. Я также выражаю признательность Энди Мармери, Кэтрин де Ланж, Дэвиду Дугану и Дэвиду Коулмену, сыгравшим важнейшую роль в том, что лекции состоялись.

   Мы провели испытание материала лекций во многих школах, но особенно я хотел бы поблагодарить толерантное руководство Еврейской школы в Кентоне, позволившее нам подвергнуть своих учеников воздействию целого ряда новых идей. Иудаизм и Рождество выглядят странной смесью, но, как я надеюсь, мы сумели показать ученикам, что язык математики универсален. Только основываясь на ответной реакции детей, мы могли судить, что было удачным, а что нет. Те исследования, которые мы провели, готовясь к лекциям, сыграли важную роль в отборе материала для данной книги.

   У подготовки телевизионных передач о математике также была неоценимая роль в определении того, что в моем предмете вызывает интерес у широкой аудитории. Я хочу поблагодарить Алома Шаха, с кем я сделал несколько телефильмов, включая четыре передачи для канала Teachers TV, объединенные названием «Живопись числами» (Painting with Numbers), а также фильм о евклидовом доказательстве существования бесконечного количества простых чисел. В актерскую труппу этого фильма вошла моя команда из Воскресной футбольной лиги Recreativo Hackney. Материал, который был исследован в этих передачах, оказал большую помощь в создании рождественских лекций.

   Цикл из четырех серий «История математики» (The Story of Maths), который был создан мною совместно с Би-би-си, заложил фантастический фундамент для многих из рассказов этой книги. Я должен поблагодарить моего исполнительного продюсера в Би-би-си Дэвида Окуэфуна, благодаря любви к математике которого и появилась на свет эта идея. Открытый университет Великобритании обеспечил неоценимую финансовую и академическую поддержку того, что эти передачи стали реальностью. Как только начались съемки, работа стала делом всей команды, в особенности я выражаю благодарность Карен Макганн, Крысе Дерецки, Робину Дэшвуду, Кристине Лоури, Дэвиду Берри и Кеми Маекоданми.

   На написание книг, подготовку телефильмов и лекций, нацеленных на широкую аудиторию, уходит немало времени. Я признателен всем тем, благодаря кому у меня появилось это время. Чарльз Симони осознал до многих других, что кафедра, созданная для популяризации научного знания, даст возможность ее руководителю пробуждать интерес к науке у многих людей. Оксфордский университет оказывал всяческую поддержку моим усилиям в деле популяризации математики. Также я был стипендиатом программы Исследовательского совета инженерных и физических наук (Engineering and Physical Sciences Research Council) по взаимодействию со средствами массовой информации, что было неоценимой помощью. Без всей этой поддержки я был бы не в силах оказать воздействие на широкую аудиторию.

   Также мне приятно поблагодарить Матемагов (Тhe Mathemagicians), группу студентов Оксфордского университета, которые помогали мне самыми разнообразными способами в деле распространения радости от занятий математикой. Многие студенты ознакомились с первыми вариантами этой книги и предложили интересные приложения для нее. Особенно значима была помощь Томаса Вулли по созданию нескольких фрактальных иллюстраций, использованных в этой книге.

   Любой, кто читал эту книгу, вероятно, догадывается, что я крайне увлечен футболом. Игра за выступающую в Воскресной лиге команду Recreativo Hackney (см. http://recreativofootballclub.blogspot.com) дает мне возможность выпустить пар каждое воскресенье. Хотя сломанная пятая пястная кость правой руки и необходимость хирургического вмешательства при множественном переломе левого запястья (это были футбольные травмы) несколько задержали публикацию данной книги. Кроме того, я болею за «Арсенал». Хотя они какое-то время и не выигрывали трофеев, наблюдая за ними, я всегда вижу невероятно сложную игру, разворачивающуюся на моих глазах. Я не могу поверить, что у них на скамейке не сидит математик. Результатом написания книг был неожиданный футбольный бонус: меня пригласили выступать за команду английских писателей (см. http://writersteam.co.uk).

   Любой человек из этой команды знает, что он главным образом обязан семье за поддержку в тяжелый период написания книги. У нас с женой Шани трое детей: Томер, Магали и Ина. Всем им я говорю спасибо. Моя кошка по прозвищу Фредди Юнгберг, к сожалению, не справилась с напряжением и сбежала из дома. Говорят, что последний раз ее видели в районе Вест-Хэма.

  
  
   

    Глава 4 

    Случай кода, не поддающегося взлому 

   

   

    С того самого времени, когда люди научились общаться друг с другом, они находили все более и более инфернальные способы скрывать сообщения от своих врагов. Возможно, вы, подобно да Винчи, использовали собственный код для ведения дневника, чтобы ваши брат или сестра не могли прочесть его. Но коды используются не только для сохранения тайн: они также гарантируют, что информация передается без ошибок. И мы можем использовать математику для создания новых искусных способов, обеспечивающих то, что полученное сообщение совпадает с отправленным. Это жизненно важно в наш век электронного обмена информацией.

    Код представляет собой систематический способ расположения набора символов, передающего определенное значение. Как только вы начнете искать коды, вы обнаружите, что они окружают нас повсюду: штрихкоды находятся на всем, что мы покупаем, коды позволяют нам хранить музыку на MP3-плеерах и просматривать информацию в интернете. Даже эта книга написана кодом: английский язык – это попросту код, использующий 26 букв алфавита, а наши «допустимые кодовые слова» собраны в Оксфордском словаре английского языка. Коды содержатся даже в наших телах – ДНК представляет собой код для воспроизведения живых существ. ДНК состоит из четырех органических химических веществ, называемых основаниями: аденина, гуанина, цитозина и тимина, для краткости обозначаемых A, G, C и Т.

    В этой главе я покажу вам, как математика использовалась для создания и взлома некоторых из самых хитроумных имеющихся кодов, как она позволяет нам безопасно и эффективно передавать информацию и дает возможность делать все, от фотографирования планет с космических аппаратов до покупок на eBay. И в конце главы я объясню, как прорыв в решении одной из задач на миллион долларов мог бы также помочь вам во взломе кодов.

   
   
    

     Каким образом у формы может быть размерность 1,26? 

    

    Формы, с которыми математики сталкивались до того, как на сцену вышли фракталы, были одно-, дву– или трехмерными: одномерная линия, двумерный шестиугольник, трехмерный куб. Но одно из самых поразительных открытий в теории фракталов состояло в том, что размерность этих новых форм больше 1, но меньше 2. Если вы достаточно отважны, я предлагаю вам объяснение того, как у формы может быть размерность между 1 и 2.

    Трюк состоит в том, чтобы предложить умный способ, позволяющий понять, почему линия одномерна, а квадрат двумерен. Представьте, что вы взяли прозрачный лист клетчатой бумаги, положили его на исследуемую форму и сосчитали, сколько квадратиков содержат часть формы. Затем возьмите лист клетчатой бумаги, стороны квадратиков которой в два раза меньше, чем у первоначальной.

     

    

    Рис. 2.31. Как вычислить размерность фрактала, используя клетчатую бумагу. Размерность характеризует увеличение количества пикселей при уменьшении их размера

     

    Если эта форма – линия, количество клеток на бумаге возрастает в 2 раза. Если форма – квадрат, то число клеток увеличится в 4 раза, или в 2². Каждый раз, когда мы уменьшаем размеры клеток на бумаге в 2 раза, число квадратиков, содержащих часть одномерной формы, увеличивается в 2 раза, в то время как для двумерной формы увеличение характеризуется множителем 2². Размерность соответствует степени 2.

    Любопытно, что, если вы примените данную процедуру к фрактальной береговой линии, которую мы построили ранее в главе, то увеличение количества клеток при уменьшении их размеров в 2 раза описывается приблизительным множителем 21,26. Итак, с этой точки зрения у нас есть все основания сказать, что размерность равна 1,26. Таким образом, мы создали новое определение размерности.

    Вместо клетчатой бумаги вы можете анализировать эти формы с помощью пикселей компьютерного дисплея. Пусть пиксель будет черным, если он содержит часть исследуемой формы, и белым в противном случае. При увеличении разрешения экрана размерность характеризует увеличение количества черных пикселей. Например, если вы переходите от разрешения 16 × 16 пикселей к разрешению 32 × 32, то для линии количество черных пикселей удваивается. Для квадрата увеличение количества черных пикселей описывается множителем 4, или 2². Для количества черных пикселей в компьютерном изображении снежинки Коха соответствующий множитель равен 21,26.

    В каком-то смысле фрактальная размерность говорит нам, в какой мере эта бесконечная фрактальная линия стремится заполнить пространство, в котором она находится. Давайте построим несколько вариантов нашей фрактальной береговой линии, в которых мы будем делать угол между сторонами, добавляемыми к побережью, все меньше и меньше. При этом результат занимает все больше и больше пространства. Когда мы вычислим размерность каждой из береговых линий в этой последовательности, мы обнаружим, что она все ближе и ближе подходит к 2 (рис. 2.32).

     

    

    Рис. 2.32. При изменении угла треугольника получающийся фрактал занимает все больше пространства, и его фрактальная размерность возрастает

     

    Если проанализировать фрактальные размерности форм, встречающихся в природе, то обнаружатся некоторые интересные обстоятельства. Фрактальная размерность береговой линии Британии оценивается в 1,25, что довольно близко к показателю построенного нами математического побережья. Мы можем представить себе, что фрактальная размерность говорит нам, как быстро возрастает длина побережья, когда мы используем все более короткие линейки для ее измерения. Фрактальная размерность побережья Австралии оценивается в 1,13, что указывает в каком-то смысле на его менее сложную форму, чем у побережья Британии. Довольно поразительно, что фрактальная размерность береговой линии Южной Африки составляет лишь 1,04, это свидетельствует, что она весьма гладкая. Вероятно, самое фрактальное из всех побережий – у Норвегии с ее фьордами, оно характеризуется размерностью 1,52.

     

    

    Рис. 2.33. Какова размерность береговой линии Британии?

     

    Для предметов в трех измерениях мы также можем воспользоваться этим трюком, но клетчатую бумагу нужно заменить ячеистой структурой из кубиков. Нужно проследить, как изменяется количество кубиков, с которыми пересекается изучаемая форма, когда их размеры становятся все меньше и меньше. У цветной капусты при этом получается размерность 2,33, у листа бумаги, смятого в шар, будет 2,5, брокколи довольно замысловата с ее 2,66, и поразительно, что фрактальная размерность поверхности человеческого легкого равна 2,97.

   
   
    

     Что общего у молнии, брокколи и фондового рынка? 

    

    В 1960 г. французского математика Бенуа Мандельброта пригласили выступить с докладом на экономическом факультете Гарвардского университета, чтобы рассказать о его недавней работе по распределению больших и малых доходов. Когда Мандельброт вошел в кабинет организатора выступления, то был немало озадачен, увидев, что те графики, которые он подготовил для своего рассказа, были нарисованы на доске. «Как вы сумели получить мои данные заранее?» – спросил он. Однако, как ни удивительно, нарисованные графики не имели никакого отношения к доходам, а представляли изменения цен на хлопок, которые анализировались на предыдущей лекции.

    Это подобие пробудило любопытство Мандельброта и привело его к открытию, что у графиков различных несвязанных наборов экономических данных будет сходство в форме. Сверх того, формы будут сохраняться независимо от временного масштаба. Например, изменения цен на хлопок за восемь лет напоминают изменения за восемь недель, а последние сильно походят на изменения за восемь часов.

    То же самое явление наблюдается и при измерении побережья Британии. Возьмите, например, изображения, приведенные ниже. На каждом из них показаны участки береговой линии Шотландии. Одно взято с карты масштаба 1: 1 000 000. Другие представляют значительно более детальные карты, масштаба 1: 50 000 и 1: 25 000 соответственно. Но удастся ли определить по изображению на карте ее масштаб? Сколь бы вы ни увеличивали или, напротив, ни уменьшали масштаб, у этих форм сохранится тот же уровень сложности. Подобное утверждение несправедливо в отношении всех форм. Если вы нарисуете волнистую линию и будете увеличивать какую-то ее часть, то с некоторого момента она будет выглядеть довольно просто. В отличие от этого береговая линия или графики Мандельброта при сколь угодно большом увеличении сохраняют сложность своей формы.

     

    

    Рис. 2.29. Береговая линия Шотландии при разных увеличениях. Используются исходные карты масштаба 1: 1 000 000, 1: 50 000 и 1: 25 000 (слева направо)

     

    Когда Мандельброт продолжил свои изыскания, он обнаружил, что эти странные формы, сохраняющие крайнюю сложность независимо от степени увеличения, с которой вы разглядываете их, встречаются во всей природе. Если вы отломите соцветие от цветной капусты и увеличите его, оно будет замечательно походить на исходную головку цветной капусты. Если вы поглядите на увеличенный участок извилистой молнии, то, вместо того чтобы быть прямым, он будет выглядеть как копия молнии в целом. Мандельброт назвал эти формы фракталами и отнес их к «геометрии природы», поскольку они представляют подлинно новый вид, осознанный в полной мере лишь в XX в.

    У эволюции этих фрактальных форм в природе имеются практические причины. Фрактальное устройство человеческих легких означает, что, хотя они помещаются внутри ограниченного объема грудной клетки, их поверхностная площадь огромна, следовательно, они могут поглощать большое количество кислорода. То же относится и к другим органическим объектам. Папоротники, к примеру, стремятся увеличить свою освещенность солнцем, не занимая при этом слишком много места. Все это обусловлено способностью природы находить формы с величайшей эффективностью. Подобно тому как пузырь обнаружил, что сфера – это то, что лучше всего подходит его нуждам, живые организмы, напротив, пошли в другой конец спектра, выбрав фрактальные формы с бесконечной сложностью.

    Поразительно, что, несмотря на эту бесконечную сложность фракталов, их можно генерировать с помощью очень простых математических правил. С первого взгляда крайне трудно поверить, что причудливость природного мира может быть основана на простой математике, но теория фракталов обнаружила, что даже самые сложные структуры природного мира могут быть созданы нехитрыми математическими формулами.

     

    

    Рис. 2.30. Фрактальный папоротник

     

    Рисунок 2.30 похож на папоротник, но в действительности это компьютерное изображение, полученное с помощью простого математического правила, напоминающего то, которое мы использовали, чтобы изготовить снежинку Коха. Компьютерная промышленность воспользовалась этой идеей для создания сложного естественного фона в компьютерных играх. Хотя у игровой приставки может быть весьма ограниченный объем дискового пространства, простое правило из математики фракталов помогает ей сгенерировать необычайно сложную окружающую среду.

   
   
    

     Как называется третий альбом группы Coldplay? 

    

    Когда фанаты устремились за покупкой третьего альбома группы Coldplay, выпущенного в 2005 г., они были сильно заинтригованы рисунком на обложке, пытаясь постичь его смысл. На нем были изображены расположенные на сетке разноцветные прямоугольники. В чем же заключалось значение картинки? Оказалось, она представляла название альбома, написанное с помощью одного из первых двоичных кодов, предложенного в 1870 г. французским инженером Эмилем Бодо. Цвета на рисунке не имели значения: смысл был лишь в том, что каждый прямоугольник представлял 1, а каждый пропуск нужно было истолковать как 0.

    Немецкий математик XVII в. Готфрид Лейбниц одним из первых осознал приспособленность нулей и единиц к эффективному хранению информации. Он почерпнул эту идею из китайской «И цзин» – «Книги перемен», где исследуется динамический баланс противоположностей. В ней имелись 64 графических символа, называемые гексаграммами, каждый из которых представляет ту или иную ситуацию с точки зрения ее развития. Именно они побудили Лейбница создать двоичную математику (с ней мы познакомились в предыдущей главе, когда изучали выигрышную стратегию «Ним»). Каждая гексаграмма представляет стопку из шести горизонтальных линий, причем любая из линий либо цельная, либо прерванная посередине. В «И цзин» объясняется, как эти символы могут использоваться для гадания, в котором также совершаются подбрасывания монеток и веточек.

    Например, если у прорицателя выпадет гексаграмма, изображенная на рис. 4.12, то она будет означать «тяжбу».

    Но если линии сложатся иным образом и цельные поменяются с прерванными (рис. 4.13), то получится «поражение света».

     

    

    Рис. 4.12

     

    

    Рис. 4.13

     

    Однако Лейбница больше заинтересовало то обстоятельство, что, как отметил Шао Юн, китайский философ XI в., каждому символу может быть приписано число. Если вы будете обозначать единицей сплошную линию, а нулем прерванную, то первая гексаграмма при чтении сверху вниз даст вам 111010. В числах, записанных в десятичной системе, каждый разряд соответствует степени 10, и число в этом разряде говорит вам, сколько этих степеней десяти нужно взять. Так, 234 обозначает 4 единицы, 3 десятка и 2 сотни.

    Но Лейбниц и Шао Юн работали не в десятичной, а в двоичной системе, где каждый разряд соответствовал степени 2. Число 111010 в двоичной системе обозначает отсутствие единиц, одну двойку, отсутствие четверки, одну восьмерку, один набор из 16 и один набор из 32. При сложении мы получим 2 + 8 + 16 + 32 = 58. Красота двоичной записи заключается в том, что для представления любого числа нужны лишь два символа, вместо десяти в десятичной системе. Два (десятичных) набора по 16 становятся одним набором следующей степени 2, то есть 32.

    Лейбниц понял, что этот способ представления чисел становится крайне действенным, если вы хотите автоматизировать вычисления. Правила сложения двоичных чисел крайне просты. В каждом разряде 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1 и 0 + 0 = 0. Четвертая возможность заключается в 1 + 1 = 0, что сопровождается эффектом домино – 1 переносится и прибавляется к следующему разряду слева. Например, когда мы прибавляем 1000 к 111010, то видим каскад перемещений 1 к высшим разрядам:

    
     1000 + 111010 = 10000 + 110010 = 100000 + 100010 = 1000000 + 000010 = 1000010.

    

    Лейбниц сконструировал великолепные механические калькуляторы. В одном из них использовались шарики для обозначения 1, а отсутствие шарика представляло 0, так что процесс сложения напоминал фантастическую машину для пинбола. Лейбниц полагал, что «не пристало одаренному человеку тратить, подобно рабу, часы на вычислительный труд, который можно надежно доверить любому лицу при использовании машин». Я думаю, что большинство математиков согласятся с этим.

    Люди начали обозначать цепочками 0 и 1 не только числа, но и буквы. Хотя человеческому роду код Морзе представлялся мощным инструментом для коммуникации, машины были менее приспособлены к улавливанию тонких различий между точками и тире, прописывающими буквы, и пониманию того, когда закончилась предыдущая буква и началась следующая.

     

    

    Рис. 4.14. Реконструкция двоичного калькулятора Лейбница

     

    В 1874 г. Эмиль Бодо предложил кодировать каждую букву алфавита цепочкой из пяти нулей и единиц. Благодаря одинаковой длине обозначений всех букв стало совершенно очевидно, где заканчивалась предыдущая буква и начиналась следующая. Использование пяти 0 и 1 позволило Бодо представить в общей сложности 2 × 2 × 2 × 2 × 2 = 32 различных символа. Буква Х соответствовала цепочке 10111, а Y обозначалась как 10101. Это было огромным прорывом, потому что сообщения теперь могли кодироваться на бумажной ленте, на которой перфорировались отверстия для обозначения 1, а отсутствие отверстия соответствовало 0. Машина могла считывать эту ленту и посылать сигнал по проводному соединению с высокой скоростью, а на другом конце телетайп автоматически распечатывал сообщение.

    Со временем код Бодо был вытеснен на обочину огромным разнообразием других кодов, использующих ту же идею представления всего, от текста до звуковых волн, от jpeg-изображений до видеофайлов, с помощью 0 и 1. Каждый раз, когда вы заходите на iTunes и скачиваете трек Coldplay, ваш компьютер подвергается натиску огромной армии 0 и 1, которые декодируются вашим MP3-проигрывателем. Внутри этих чисел содержатся указания, предписывающие, как вибрировать вашим колонкам или наушникам, чтобы вы могли услышать сладкий голос Криса Мартина. Наверное, то обстоятельство, что в наш цифровой век музыка представляет поток 0 и 1, и вдохновило на создание обложки третьего альбома Coldplay.

    Но ключом к пониманию секретного сообщения, погруженного в рисунок на обложке, служит исходный код Бодо. Узор может быть разделен на четыре столбца с пятью блоками в каждом столбце. Окрашенные блоки нужно интерпретировать как 1, а пропуски – как 0. Поскольку порою трудно сказать, какой край ленты должен быть сверху, машина перфорирует тонкую линию, отделяющую два верхних блока от трех нижних. Вот почему на рисунке обложки видна линия, разделяющая серые и цветные блоки.

     

    

    Рис. 4.15. На обложке третьего альбома группы Coldplay используется код Бодо

     

    Блоки первого столбца обложки чередуются как цветной-пустой-цветной-цветной-цветной, что переводится в 10111, а это код Бодо для Х. Последний столбец становится кодом Бодо для Y. Два средних столбца чуть интереснее. Пять нулей и единиц дают возможность закодировать 32 символа, но очень часто требуется большее, поскольку имеются числа, знаки пунктуации и другие символы, которые также хотелось бы передать. Чтобы удовлетворить этим требованиям, Бодо нашел хитрый способ расширить допустимый диапазон. Вспомните, как на клавиатуре нажимается Shift для доступа ко всему набору символов при использовании тех же клавиш, и Бодо использовал одну из цепочек из 5 нулей и единиц в качестве эквивалента Shift. Итак, если вам встретится 11011, то следующая цепочка будет относиться к расширенному набору символов.

    
     Этот веб-сайт позволит вам создать собственные обложки альбомов в стиле Coldplay: http://bit.ly/Coldcod.

    

    Второй столбец на обложке как раз и представляет клавишу Shift для кода Бодо. Чтобы декодировать последовательность пустой-пустой-пустой-цветной-цветной третьего столбца, нужно обратиться к расширенному набору символов, показанному на схеме ниже. И уверен, что большинство людей ожидает увидеть символ &. Но 00011 обозначает не &, а цифру 9. Итак, настоящим названием третьего альбома Coldplay, изображенным с помощью кода Бодо, будет X9Y, а не X&Y. Подшутила ли группа Coldplay над нами? Возможно, нет. Ведь код Бодо для 9 и & различается лишь на один блок, и, скорее всего, на рисунке допущена ошибка, которая наглядно иллюстрирует проблему с многими из этих кодов: трудно сказать, совершен ли промах. Именно в детектировании подобных ошибок математика кодов в полной мере проявляет себя.

     

    

    Рис. 4.16. Код Бодо

     

   
   
    

     Решения 

    

    Лотерея «Тайн 4исел»

    Выигрышные номера: 2, 3, 5, 7, 17, 42.

     

    Задача коммивояжера

    Вот маршрут протяженностью 238 миль:

     

    

    Рис. 3.23

     

    
     15 + 55 + 28 + 12 + 24 + 35 + 25 + 17 + 4 + 5 + 18 = 238
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   Babel Fish – сервис, предоставлявшийся Yahoo до мая 2012 г., для перевода текста с языка на язык. – Здесь и далее прим. пер.

  
  
   

     Решения 

    

    Воображая формы

    Разрез пересекает все шесть граней, и каждая грань добавляет ребро к образовавшейся новой грани. Эта форма должна быть симметрична, так что у вас получится шестиугольник.

     

    Расцепление колец

    Вот так можно расцепить два кольца, непрерывно деформируя их в тор с двумя дырками.

     

    

    Рис. 2.45
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   Скрэббл (Scrabble) – настольная игра по составлению слов.

  
  
   